
د از 4 قسمت اصلی به صورت زیر تشکیل شده است: ا د 3 کتاب شب امتحان 
ا آزمون های شمارهء 1 تا 4 این کتاب مربوط به مباحث نوبت اول است که خودش به دو قسمت تقسیم می شود: 1

ا آزمون های شمارهء 1 و 2 را فصل به فصل طبقه بندی کرده ایم. بنابراین شما به راحتی می توانید پس از خواندن هر 
ال های این آزمون ها  2 نمره ای و مثل یک آزمون کامل هستند. در کنار س ال را بررسی کنید. حواستان باشد این آزمون ها،  فصل از درس نامه تعدادی س

نکات مشاور ای نوشته ایم. این نکات به شما در درس خواندن قبل از امتحان و پاسخگویی به آزمون در زمان امتحان کمک می کند.
 آزمون های شمارهء 3 و 4 را طبقه بندی نکرده ایم تا دو آزمون نوبت اول، مشابه آزمونی که معلمتان از شما خواهد گرفت، ببینید. 
د آزمون های شمارهء  تا 12 از کل کتاب و مطابق امتحان پایان سال طرح شده اند. این قسمت هم، خودش به 2 بخش تقسیم می شود: 2

14 است،  ، شهریور  و دی  ، خرداد  ا آزمون های شمارهء  تا 8 را که به ترتیب امتحان های نهایی خرداد 8
2 نمره دارند در  ال مرتبط را پاس دهید. هر کدام از این آزمون ها هم،  طبقه بندی کرده ایم. با این کار باز هم می توانید پس از خواندن هر فصل تعدادی س

واقع در این بخش، شما 4 آزمون کامل را می بینید. این آزمون ها هم نکات مشاور ای دارند.
 آزمون های شمارهء  تا 12 را طبقه بندی نکرده ایم؛ پس، در این بخش با 4 آزمون نوبت دوم، مشابهِ آزمون پایان سال 

14 است. 14 و شهریور 1 14، شهریور  14، خرداد 1 مواجه خواهید شد. این آزمون  ها به ترتیب امتحان های نهایی خرداد 
در پاس تشریحی آزمون ها تمام آن چه را که شما باید در امتحان بنویسید تا نمرهء کامل کسب کنید، برایتان نوشته ایم. 3

ا این قسمت برگ برندهء شما نسبت به کسانی است که این کتاب را نمی خوانند در این قسمت تمام آن چه را که شما  ل د 4
برای گرفتن نمرهء عالی در امتحان هندسه )3( نیاز دارید، تنها در 14 صفحه آورده ایم، بخوانید و لذتش را ببرید 

ال های فصل های اول و دوم آزمون های  تا 8 هم استفاده کنید. یک راهکار: موقع امتحان های نوبت اول می توانید از س

د از 4 قسمت اصلی به صورت زیر تشکیل شده است: ا د 3 کتاب شب امتحان 
ا آزمونهای شمارهء 1 تا 4 این کتاب مربوط به مباحث نوبت اول است که خودش به دو قسمت تقسیم میشود: 1

کردهبندی کردهبندی کردهایم. بنابراین شما به راحتی میتوانید پس از خواندن هر  آزمونهای شمارهء 1 و 2 را فصل به فصل طبقه اا
آزمونهای این آزمونهای این آزمونها  ال الای و مثل یک آزمون کامل هستند. در کنار س الای و مثل یک آزمون کامل هستند. در کنار س س 2 نمره 2 نمرهها،  نمرهها،  ال را بررسی کنید. حواستان باشد این آزمون ال را بررسی کنید. حواستان باشد این آزموننامه تعدادی س آزموننامه تعدادی س درسفصل از درسفصل از درس

مشاور ای نوشتهایم. این نکات به شما در درسخواندن قبل از امتحان و پاسخگویی به آزمون در زمان امتحان کمک میکند. نکات
نکردهبندی نکردهبندی نکردهایم تا دو آزمون نوبت اول، مشابه آزمونی که معلمتان از شما خواهد گرفت، ببینید.  3های شمارهء 3های شمارهء 3 و 4 را طبقه آزمون
ی بخش تقسیم می بخش تقسیم میشود: شده تا 12 از کل کتاب و مطابق امتحان پایان سال طرح شده تا 12 از کل کتاب و مطابق امتحان پایان سال طرح شدهاند. این قسمت هم، خودش به 2 آزمونهای شمارهء  د 2

14 است،  ، شهریور  و دی  ، خرداد  آزمونهای شمارهء  تا 8 را که به ترتیب امتحانهای نهایی خرداد 8 ا
2 نمره دارند در  ال مرتبط را پاس دهید. هر کدام از این آزمونها هم،  ال مرتبط را پاس دهید. هر کدام از این آزمونتوانید پس از خواندن هر فصل تعدادی س آزمونتوانید پس از خواندن هر فصل تعدادی س یایم. با این کار باز هم میایم. با این کار باز هم می کردهبندی کردهبندی کرده طبقه

مشاور ای دارند. نکاتها هم نکاتها هم نکات ی آزمون کامل را می آزمون کامل را میبینید. این آزمون واقع در این بخش، شما 4
ِایم؛ پس، در این بخش با 4 آزمون نوبت دوم، مشابهِایم؛ پس، در این بخش با 4 آزمون نوبت دوم، مشابه آزمون پایان سال  نکردهبندی نکردهبندی نکرده طبقههای شمارهء  تا 12 را طبقههای شمارهء  تا 12 را طبقه آزمون

14 است. 14 و شهریور 1 14، شهریور  14، خرداد 1 مواجه خواهید شد. این آزمون  ها به ترتیب امتحانهای نهایی خرداد 
شما باید در امتحان بنویسید تا نمرهء کامل کسب کنید، برایتان نوشتهچه را که شما باید در امتحان بنویسید تا نمرهء کامل کسب کنید، برایتان نوشتهچه را که شما باید در امتحان بنویسید تا نمرهء کامل کسب کنید، برایتان نوشتهایم. در پاس تشریحی آزموندر پاس تشریحی آزموندر پاس تشریحی آزمونها تمام آن 3

آن در این قسمت تمام آن در این قسمت تمام آنچه را که شما  ا این قسمت برگ برندهء شما نسبت به کسانی است که این کتاب را نمیخوانند ل د 4
برای گرفتن نمرهء عالی در امتحان هندسه )3( نیاز دارید، تنها در 14 صفحه آوردهایم، بخوانید و لذتش را ببرید 

الهای فصلهای اول و دوم آزمونهای  تا 8 هم استفاده کنید. راهکار: موقع امتحانهای نوبت اول میتوانید از س یک

صفحهء صفحهء  	 	 	 	
پاسخ	نامه آزمون	 نوبت	 	 	 	

23  3 اول  )طبقه بندی شده(   آزمون شمارهء 1 

24  4 اول  )طبقه بندی شده(  آزمون شمارهء 2 

26 اول   )طبقه بندی نشده(  آزمون شمارهء 3 

2  6 اول  )طبقه بندی نشده(  آزمون شمارهء 4 

دوم   )طبقه بندی شده(  98 داد خ آزمون شمارهء 

دوم   )طبقه بندی شده(  99 داد خ آزمون شمارهء 6 

دوم   )طبقه بندی شده(  99 آزمون شمارهء  

33  13 دوم  )طبقه بندی شده(  1400 د آزمون شمارهء 8 

34  1 دوم  )طبقه بندی نشده(    1400 داد خ آزمون شمارهء  

3  1 دوم  )طبقه بندی نشده(  1401 داد خ  1 آزمون شمارهء 

3  1 دوم  )طبقه بندی نشده(  1400 آزمون شمارهء 11 

38  21 دوم  )طبقه بندی نشده(  1401 آزمون شمارهء 12 
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ا  20

با توجه به سطر و ستون باید اعداد داخل ماتریس را مشخص کنی.

. I3 3´ یعنی I3  حواست باشه

دقت کن که باید تمام درایه های ماتریس AB، صفر شوند.

دقت کن ضریب 4 بیرون از دترمینان است ولی توان 4 داخل دترمینان.

A-1 است. ضریب 5 فقط برای

حواست باشه حاصل دترمینان از هر دو روش باید یکسان شود.

بی شمار جواب برای دستگاه، یعنی منطبق بودن دو خط.

دقت کن که صفحهء P از رأس مخروط نگذشته. 

خط L از طرفین نامحدود است.

برای محاسبهء مساحت دایره فقط به شعاع نیاز داری.

راه حل تشریحی لازمه نه استفاده از فرمول.

y2 دقت کن. x2 و به ضریب 2 برای



17

د3) 135kheilisabz.com

1401د داد خ د ا د د

ل1 ا

ا ............... ا m r++ ل
r m --éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú
1

0 1
ا ا

د د ............... د د د ا خ د ا

د دا ا x y x y2 2
2 2 0++ -- ++ == د دا ............... د A( , )1 2--

ا ............... ا دا ا ا د c


b a دا ا

1

ا2 د ل ا ا د د

ا | |2 40A == | |A == 5 3 3´́ A ا ا

P ل ا د ل   ا د ا P ا

ا

ا ا ا FMFÆ ¢¢ == 50
 ا M د d خ ا ل د

ا aa bb== == 60


ا
 

i j o´́ == خ ل


j


i ا دا د ا

1/5

3A B´́ د ا b a د B ==
--éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

1 2

3 2
A

a
b

==
--

éé

ëë
êê

ùù

ûû
úú

4

1
ا

1

4B == --
éé

ëë

êê
êê
êê

ùù

ûû

úú
úú
úú

2 1 0

1 3 2

2 0 5

a
i j i j
j i j

i j
ij ==

++ ==
>>
<<

ìì

íí
ïï

îî
ïï0

A aij== ´́[ ]3 3 A

ا ا A ا

ا B د

1/25

ل5 ا ا د ا ا
2 4

7 4 15

x y
x y

++ ==
++ ==

ìì
íí
îî

د
1/25

63 C ا B A ا ا ا د C B A1/5

73 4 3 0x y-- ++ == خ O( , )1 1-- ا ا دا 1د

ا8 6 10 ا ا د

ا ا خ ا

د ا ( , )¢¢B B د ( , )¢¢A A د ( , )¢¢F F

ا

1/5

ا9 y y x2
2 8 9 0-- -- ++ == د د ا

د ا د خ د

1/5

10M ا د F ا ا d د خ F A ل د
ا د د d ا MT M ا N د ا d خ ا داد اد ا د ل

  FNFA
NT
TH== 2

1/25

ا11 x y2 2££ ££ ا دا 0/5ل



18

د3) 135kheilisabz.com

1401د داد خ د ا د د

د12 ا ل
ا د ل ا ا

 x y z== ££ ££ ££ ££2 0 4 0 3, ,   
ا AD خ د

ا D

ا ل xOz ا ا ا د

1/5

د13 ا c == ( , , )0 2 1
  

b i k== ++


  

a i j k== ++ --2 3 دا

ا cosqq qq ا


b a دا د ا ا

د ا


b c--
a دا

1/75

ا14 | |2


a b´́ ا ا د 30 ا | |


b == 4 | |a == 6 ا


b a دا 1د

د15 دا خ ا د ا ا ABC ABC C == --( , , )1 1 0 B == ( , , )3 1 4 A == --( , , )2 1 3 1/5ا

16. 


a b. == 0 ا ا د


b a دا د


b a دا د 1ا

ا  20



23

A -1
2- الف( درست. خاصیت توزیع پذیری در ماتریس ها برقرار است.

ب( نادرست. زیرا ضرب ماتریس ها خاصیت جابه جایی ندارد. در نتیجه اتحاد های جبری 
برقرار نیستند.

 A . می دانیم شرط وارون پذیری ماتریس مربعی | |A = - =12 12 0 پ( نادرست. زیرا
| باشد. |A ¹ آن است که0

ت( درست. دترمینان روی ضرب ماتریس های مربعی هم مرتبه باز می شود.

.1 3£ £i j, j شمارهء ستون است. i شمارهء سطر و  -3
a
11

2 1 3 1 5= + =( ) ( )  
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32
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A ضرب کنیم: 4 را در تمام درایه های ماتریس 4A یعنی عدد

4 4

1 2 2

2 1 2

2 2 1

4 8 8

8 4 8

8 8 4

A =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

 

 
5 0 0

0 5 0

0 0 5

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

5 برابر است با
3

I  است و
1 0 0

0 1 0

0 0 1

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

 ، 3 3´ I3 ماتریس همانی مرتبهء

A A I2

3
4 5

9 8 8

8 9 8

8 8 9

4 8 8

8 4 8

8 8 4

5 0 0

0 5 0

0 0

- - =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

-
55

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

در نتیجه:  

اگر عملیات تفریق را روی درایه های نظیر به نظیر انجام دهیم، آن گاه داریم:
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یعنی ممکن است حاصل ضرب دو ماتریس غیرصفر، ماتریس صفر بشود.
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é

ë
ê

ù

û
ú  

8- ساروس:

| |A = -
-

-
1 5 7

2 1 3

4 5 2

1 5

2 1

4 5

 

= + + + - - + - = - - = + =( ) ( ) ( )2 60 70 28 15 20 132 33 132 33 165  
بسط ستون اول:

| | ( ) ( ) ( )A = ´ -
-

-
+ ´ -

-
+ ´ -

-
+ + +

1 1
1 3

5 2
2 1

5 7

5 2
4 1

5 7

1 3

1 1 2 1 3 1  

= - - - - + + = - + + =1 2 15 2 10 35 4 15 7 13 90 88 165( ) ( ) ( )  

9- برای این که دستگاه بی شمار جواب داشته باشد، باید نسبت ضرایب با هم برابر باشند 
2 3

1

4

2a a
=

-
=

���
یعنی: 

3 2
2

3
a a= - Þ = - از حل تناسب اول داریم: 

، هر سه کسر با هم برابرند. a = - 2

3
با جای گذاری

2

2

3

3

1

4

2
2

3

3 3 3

-
=

-
=

-
Þ - = - = -

( )
 

بین  اگر تساوی  )توجه کنید  دارد.  a دستگاه بی شمار جواب  = - 2

3
ازای به  بنابراین 

کسرها برقرار نمی شد، آن گاه دستگاه به ازای هیچ مقدار a، دارای بی شمار جواب نبود.(
10- الف( از دو ضلع زاویه به یک فاصله باشد.

a b c2 2
4+ > ب(

پ( در دو نقطه متقاطع اند.
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11- دایره  

L و به فاصلهء1 واحد از  12- دو خط موازی با خط
L هستند. آن، که در دو طرف خط

L باشد دایره ای به  A به فاصلهء معلوم 13- مکان هندسی نقاطی از صفحه که از نقطهء
d را در دو نقطه قطع کند، آن دو نقطه،  L است. اگر این دایره خط A و شعاع مرکز
d مماس  نقطه های مطلوب هستند و مسئله دارای دو جواب است. اگر این دایره بر خط
باشد، نقطهء تماس، نقطهء مطلوب است و مسئله دارای یک جواب است. اگر این دایره، 

d را قطع نکند، مسئله دارای جواب نیست. خط

y فاکتور می گیریم: 14- الف( ابتدا معادلهء دایره را استاندارد می کنیم، در پرانتز دوم از ضریب

4 1 4
1

2
1 1

1

2

1

4

2 2 4 2 2( ) ( ) ( ) ( )x y x y- + + = ¾ ®¾ - + + =¸  

ریشهء داخل پرانتزها، مرکز دایره را تشکیل می دهند و جذر 
مقدار ثابت، همان شعاع دایره خواهد بود. 

O R( , ) ,1
1

2

1

4

1

2
- = =  

S R½oÄHj = = =p p p2 21

2 4
( ) ب(  

x -15ها را کنار هم و yها را کنار هم قرار می دهیم. سپس هر پرانتز را مربع کامل می کنیم:

( ) ( ) ( ) (x x y y x x y y2 2 2 2
2 4 0 2 1 1 4 4+ + - = Þ + + - + - +

jIdUH jIdUH
� �� �� � �� �� -- =4 0)  

Þ + - + - - = Þ + + - =( ) ( ) ( ) ( )x y x y1 1 2 4 0 1 2 5
2 2 2 2  

ریشهء داخل پرانتز ها مرکز و جذر مقدار ثابت، شعاع دایره است.
x x
y y

O R
+ = Þ = -
- = Þ =

ü
ý
þ

Þ - =
1 0 1

2 0 2
1 2 5( , ) ,  

16- برای این که خط بر دایره مماس شود، باید فاصلهء خط تا 
.OH R= مرکز دایره برابر شعاع دایره باشد، یعنی

2 2 3 0
2 2x y x y+ - + =  
¸¾ ®¾ + - + =2 2 2 3

2

1

2
0x y x y  

O a b=
- - = -

-
- = -( , ) ( , ) ( , )

2 2

3

2

2

1

2

2

3

4

1

4
 

R a b c= + - = + - =1

2
4

1

2

9

4

1

4
0

10

4

2 2  

 OH = فاصلهء مرکز دایره تا خط =
- -

+
= -| ( ) | | |3

3

4

1

4

9 1

2

10

a a  

. | |2
5

2
- =a ؛ در نتیجه | |2

10

4
- =a ، پس: 10

4

2

10

= -| |a باید

Þ
- = Þ = -

- = - Þ =

ì

í
ï

î
ï

2
5

2

1

2

2
5

2

9

2

a a

a a
  

17- ابتدا باید مرکز و شعاع دو دایره را مشخص کنیم. در دایرهء اول:
x y x y2 2

2 4 1 0+ - + - =  
y مرکز را تشکیل می دهند: x و ضریب قرینهء نصف ضریب

O = -
-

- = -( ( ) , ) ( , )2

2

4

2
1 2  

R = + + =1

2
4 16 4 6 هم چنین شعاع دایرهء اول برابر است با: 

¢ - - = - -O ( , ) ( , )4

2

2

2
2 1 برای دایرهء دوم نیز داریم: 

¢ = + - =R 1

2
16 4 4 2  

¢OO را محاسبه می کنیم: اکنون طول پاره خط

OO¢ = + + - + =( ) ( )1 2 2 1 10
2 2  

دو  پس  است   (| | )R R OO R R OO- ¢ < ¢ < + ¢ - < ¢ < +6 2 2 6

10


چون
دایره متقاطع اند.
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1- الف( در ماتریس همانی، درایه های روی قطر اصلی 1 و خارج قطر اصلی صفر هستند 
 r m m m r= - = Þ = Þ + = + =1 1 0 1 1 1 2, پس: 

ب( دایره
 OA = + =0 1 1 )O برابر است با:  , )1 1- )A از مرکز دایرهء , )1 2- پ( فاصلهء نقطهء

 A پس   OA R< چون است.   R = + - =1

2
4 4 0 2 برابر نیز  دایره  شعاع  و 

داخل دایره است.
 V a b c= ´ =| .( ) | 0 ت(  

)شرط هم صفحه بودن سه بردار(
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 | | | |2 2 8 5 40
3

3 3

A A
A

= = ´ =ì
í
ï

îï ´

2- الف( درست 

ب( درست
، پس: FMFÆ ¢ = . چون50 a b= پ( نادرست، طبق خاصیت بازتابندگی در بیضی،

 a b a b a b+ + = Þ + = Þ = =50 180 130 65  

 
  

i j k´ = ت( نادرست 
برابر صفر  را  اصلی  درایه های خارج قطر  را تشکیل می دهیم سپس   A B´ ابتدا  -3

قرار می دهیم:
 A B

a
b

a a
b b

´ =
-

é

ë
ê

ù

û
ú

-é

ë
ê

ù

û
ú =

+ - +
- - -

é

ë
ê

ù

û
ú

4

1

1 2

3 2

4 3 8 2

3 2 2
 

 Þ
- + = Þ =

- = Þ =
ì
í
î

8 2 0 4

3 0 3

a a
b b

 

 A a
a a a
a a a
a a a

ij= =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

=´[ ]
3 3

11 12 13

21 22 23

31 32 33

2 0 0

1 4 0

1 2 6

éé

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

4- الف( 

 | |B � � �

2 1 0

1 3 2

2 0 5

2 1

1 3

2 0

ب( 

 = + + - + - = + =( ) ( )30 4 0 0 0 5 34 5 39  

 
2 4

7 4 15

x y
x y

+ =
+ =

ì
í
î

 -5

 A A=
é

ë
ê

ù

û
ú Þ = - =

2 1

7 4
8 7 1| |  

 Þ =
-

-
é

ë
ê

ù

û
ú =

-
-

é

ë
ê

ù

û
ú

-A 1 1

1

4 1

7 2

4 1

7 2
 

 X
x
y
B=

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú,

4

15
 

 AX B X A B= Þ = ´-1  

 Þ =
-

-
é

ë
ê

ù

û
ú ´

é

ë
ê

ù

û
úX

4 1

7 2

4

15
 Þ

é

ë
ê

ù

û
ú =

é

ë
ê

ù

û
ú Þ

=
=

ì
í
î

x
y

x
y

1

2

1

2
 

6- مکان هندسی نقاطی که از A و B به یک 
.)d( است AB فاصله اند عمودمنصف پاره خط

 

مکان هندسی نقاطی که از نقطهء C به فاصلهء 3 
واحد باشد، دایره ای به مرکز C و شعاع 3 است.

 
اکنون وضعیت خط d و دایرهء )C( را بررسی می کنیم:

الف( خط d دایره را قطع نمی کند. )مسئله جواب 
ندارد.(

 
مسئله  )پس  است.  مماس  دایره  بر   d خط  ب( 

یک جواب دارد.(
 MA MB MC= =, 1  

قطع   N و   M نقطهء  دو  در  را  دایره   d پ( خط 
می کند. )پس مسئله دو جواب دارد.(

 
 MA MB=  
 NA NB=  
 MC NC= = 1  

7- چون خط بر دایره مماس است پس فاصلهء مرکز دایره تا خط برابر شعاع است.

 R =
- - +

+ -
= =

| ( ) ( ) |

( )

3 1 4 1 3

3 4

10

5
2

2 2

 

 ½oÄHj  â¾²jI÷¶¾ ®¾¾¾ - + + =( ) ( )x y1 1 4
2 2  

 2 10 5a a= Þ = 8- الف( 

 2 6 3b b= Þ =  

 a b c c c2 2 2 2
25 9 16 4= + Þ = - = Þ =  

 c
a

= 4

5
خروج از مرکز برابر است با: 

ب( چون بیضی افقی است پس:
 A a= + =( , ) ( , )0 0 5 0  
 ¢ = - = -A a( , ) ( , )0 0 5 0  
 B b= + =( , ) ( , )0 0 0 3  
 ¢ = - = -B b( , ) ( , )0 0 0 3  
 F c= + =( , ) ( , )0 0 4 0  
 ¢ = - = -F c( , ) ( , )0 0 4 0  

پ(

 
 y y x y y x2 2

2 8 9 2 1 1 8 9- = - Þ - + - = -� �� �� 9- الف( 

 Þ - = - Þ - = -( ) ( ) ( )y x y x1 8 8 1 8 1
2 2  

، داریم: ( ) ( )y k a x h- = -2
4 ب( از مقایسهء معادلهء بالا با معادلهء کلی سهمی افقی 

 
h
k

S
=
=

ì
í
î

Þ =
1
1

1 1( , )  

 4 8 2a a= Þ =  

a پس سهمی افقی و دهانهء  >0 چون
آن رو به راست باز می شود.

 
 -10

.MT MF= چون M روی سهمی است، پس

.AH AF= چون A روی سهمی است، پس
 d بر خط  دو  هر   AH و   MT از طرفی چون 

 عمودند پس با هم موازی اند.
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NHF می نویسیم:
D

قضیهء تالس را در
 Eq] ¾M Eq] u²IU¾ ®¾¾¾¾ =NM

MF
NT
TH

)1(  

 ®¨ ¾M Eq] u²IUââ¾ ®¾¾¾¾ =NM
NF

MT
FH

)2(  

 MT MF= در تساوی )2( قرار دهید:
 Þ =NM

NF
MF
FH

 

 NM
MF

NF
FH

=  )3( با جابه جایی MF و NF داریم: 
اکنون تساوی )3( را با تساوی )1( مقایسه کنید:

 NF
FH

NT
TH

= طرف چپ دو تساوی یکسان است پس: 
 FH FA= 2 قرار دهید:

 Þ =NF
FA

NT
TH2  Þ =NF

FA
NT
TH

2  

 y = 2 y و پایین خط x= 2 11- داخل سهمی
مد نظر است.

 

 CDFG
x
y
z

=
=

£ £
£ £

ì

í
ï

î
ï

2

0 4

0 3

12- الف( 

 AD
x

y
z

=
£ £
=
=

ì

í
ï

î
ï

0 2

4

3

ب( 

 D = ( , , )2 4 3 پ( 
 y = 2 ت( 
 a = -( , , )2 3 1  



b = ( , , )1 0 1  c = ( , , )0 2 1   -13

cos )الف .
| | | |

cos� �� � � � �
� � � � �

�








a b
a b

2 0 1

4 9 1 1 0 1

1

28

= 1

2 7

 

 )ب












� �
�

�
�a a b c

b c
b c.( )

| |
( )2  

 


b c- = - = -( , , ) ( , , ) ( , , )1 0 1 0 2 1 1 2 0  

 | |


b c- = + =1 4 5  

 


a b c.( ) ( , , ).( , , ) ( )- = - - = + - + = -2 3 1 1 2 0 2 6 0 4  

 Þ ¢ = - - = -
a 4

5
1 2 0

4

5

8

5
0( , , ) ( , , )  

 | | | | | | sin sin2 2 2 6 4 30
� � � � �a b a b´ = = ´ ´ ´q  -14

 = ´ ´ ´ =2 6 4
1

2
24  

AC را می سازیم:
� ���

AB و
� ���

15- به کمک سه نقطهء داده شده دو بردار

 S AB ACD = ´1

2
| |
� ��� � ���

 

 AB
� ���

= - = - + - =I¿TºH HkTMH ( , , ) ( , , )3 2 1 1 4 3 1 2 1  

 AC
� ���

= - - + - = - -( , , ) ( , , )1 2 1 1 0 3 3 2 3  

 AB AC
i j k� ��� � ���
� � �

´ =
- -

= -1 2 1

3 2 3

8 0 8( , , )  

 | |AB AC
� ��� � ���

´ = + + =64 0 64 8 2  

 SD = ´ =1

2
8 2 4 2  

 






a b a b a
b. | | | | cos cos| |
| |= Û = ¬ ®¾¾ =¹

¹0 0 00
0q q  -16

 Û = Û ^q p
2





a b  
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یک  ستون  و  سطر  تعدادی  شامل  حقیقی،  اعداد  از  مستطیلی  آرایش  هر   
ماتریس  آن  درایهء  را  ماتریس  هر  در  واقع  حقیقی  عدد  هر  می شود.  نامیده  ماتریس 
می نامیم. معمولاً ماتریس ها را با حروف بزرگ مانند C ،B ،A و ... نشان می دهیم. مثلاً:

A =
-é

ë
ê

ù

û
ú

1 1 2

0 1 1
 B =

-é

ë
ê

ù

û
ú

2 3

2 0 5/
 

C =
-é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

2

0

3

  D =
-

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

2 3 1

0 1 3

1 2 5

 

 Am n´ n ستون باشد، می نویسیم تعریف مرتبهء ماتریس: اگر ماتریسی مانند A دارای m سطر و 

 A =
-é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1 0

2 3

5 2

. مثلاً ماتریس m است n´ A ماتریسی از مرتبهء و می خوانیم 

3 است. 2´ یک ماتریس 3 سطری و 2 ستونی است، بنابراین مرتبه اش

ها درایهء واقع در  aij A است، که aij m n= ´[ ]  نمایش کلی ماتریس A به صورت

n تعداد ستون ها می باشد. سطر i و ستون j هستند. m تعداد سطرها و 

A
a a
a a2 2

11 12

21 22

´ =
é

ë
ê

ù

û
ú مثلاً: 

A
a a a
a a a
a a a

3 3

11 12 13

21 22 23

31 32 33

´ =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

 A
a a a
a a a2 3

11 12 13

21 22 23

´ =
é

ë
ê

ù

û
ú  

ا a i jij == --2 A aij== ´́[ ]2 3

ا د ا A

A
a a a
a a a

=
é

ë
ê

ù

û
ú

11 12 13

21 22 23

 

a11 2 1 1 1= - =( ) i پس:  j= =1 1, برای درایهءa11 داریم:
a12 2 1 2 0= - =( ) i پس:  j= =1 2, a12 داریم: برای درایهء
a a
13 21

2 1 3 1 2 2 1 3= - = - = - =( ) ( ) و به همین ترتیب: 
a a
22 23

2 2 2 2 2 2 3 1= - = = - =( ) ( )  

A =
-é

ë
ê

ù

û
ú

1 0 1

3 2 1
در نتیجه ماتریس A به صورت مقابل است:  

. A = -[ ] ´3 2 1
1 3

 ماتریس سطری: ماتریسی که فقط یک سطر داشته باشد. مانند 

. A =
-é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

´

2

3

1
3 1

 ماتریس ستونی: ماتریسی که فقط یک ستون داشته باشد. مانند

 ماتریس مربعی: ماتریسی که تعداد سطرهای آن با تعداد ستون های آن برابر باشد را ماتریس 

. A =
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

´

1 2 3

4 5 6

7 8 9
3 3

A یا =
-é

ë
ê

ù

û
ú

´

2 1

0 1
2 2

می نامیم. مانند: ( )n n´  n مربعی مرتبهء 

دارند  برابر  ستون  و  سطر  شمارهء  که  درایه هایی  مربعی،  ماتریس های  در   
) را درایه های قطر اصلی ماتریس می نامیم. مثلاً در ماتریس های  ,a , , )

33 22 11
a a

 هستند.
1

5

9

 و
2

1
مربعی بالا، به ترتیب قطرهای اصلی

 ماتریس قطری: ماتریس مربعی که تمام درایه های خارج قطر اصلی آن صفر باشند 
)درایه های روی قطر اصلی دلخواه هستند( را ماتریس قطری می نامیم. مانند:

A =
é

ë
ê

ù

û
ú

´

1 0

0 0
2 2

 A =
-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

´

2 0 0

0 1 0

0 0 2
3 3

 

 ماتریس اسکالر: ماتریس قطری که درایه های روی قطر اصلی آن با هم برابر باشند 
را ماتریس اسکالر می نامیم. مانند:

A =
é

ë
ê

ù

û
ú

2 0

0 2
 A =

-
-

-

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

5 0 0

0 5 0

0 0 5

 

 در حالت خاص اگر درایه های روی قطر اصلی همه برابر 1 باشند، آن ماتریس 
I نشان می دهند. را همانی نامیده و با 

I2
2 2

1 0

0 1
=

é

ë
ê

ù

û
ú

´

 I3
3 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

=
é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

´

 

 ماتریس صفر: ماتریسی که تمام درایه های آن صفر باشد را ماتریس صفر می نامیم و 
O نشان می دهیم. مانند: با

 O =
é

ë
ê

ù

û
ú

´

0 0

0 0
2 2

 

هرگاه  می گوییم،  مساوی  را   B bij m n= ´[ ] و  A aij m n= ´[ ] هم مرتبهء ماتریس  دو 

باشد. a bij ij= ،i و j درایه های نظیربه نظیر با هم برابر باشند، یعنی برای هر
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a b
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2 هستند )پس هم مرتبه اند(. اکنون باید درایه های  2´  هر دو ماتریس از مرتبهء
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b a a b

b b
a نظیربه نظیر را برابر هم قرار دهیم:  

باید دو ماتریس هم مرتبه باشند، ثانیاً: درایه ها را  برای جمع و تفریق دو ماتریس اولاً 
نظیربه نظیر با هم جمع یا تفریق می کنیم. مانند:
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در   r عدد  حاصل ضرب  می گیریم.  نظر  در  را   A aij m n= ´[ ] ماتریس و   r حقیقی  عدد 

r در همهء درایه های ماتریس A ضرب می شود. rA نمایش می دهیم که  ماتریس A را با نماد

rA r aij m n ij m n= =´ ´[ ] [ra ]  

ا 2 3A B++ B ==
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د
 عدد 2 را در تمام درایه های ماتریس A و عدد 3 را در تمام درایه های ماتریس 

B ضرب می کنیم.
2

2 0

2 4
A =

-é

ë
ê

ù

û
ú  3

9 0

3 3
B =

-
é

ë
ê

ù

û
ú  

2 3
2 0

2 4

9 0

3 3

7 0

1 7
A B+ =

-é

ë
ê

ù

û
ú +

-
é

ë
ê

ù

û
ú =

-
é

ë
ê

ù

û
ú  

Am، آن گاه قرینهء ماتریس A، از ضرب عدد1- در ماتریس  n´ قرینهء یک ماتریس: اگر
A- نمایش می دهیم. A به وجود می آید و آن را با

.A A O+ - =( ) توجه شود که
 به کمک قرینهء یک ماتریس می توان تفاضل دو ماتریس را به صورت زیر تعریف 
A B A B- = + -( ) کرد: 

s دو عدد حقیقی  r و  بوده،   m n´ C سه ماتریس هم مرتبهء B و  A و  فرض کنید 
باشند، آن گاه:

 A B B A+ = + )خاصیت جابه جایی( 
 A B C A B C+ + = + +( ) ( ) )خاصیت شرکت پذیری(  

 A O O A A+ = + = )عضو خنثی جمع( 
 A A A A O+ - = - + =( ) ( ) )عضو قرینه( 
 r A B rA rB( )± = ±   (r )± = ±s A rA sA  

 A B rA rB= Þ =   
rA rB
r

A B
=

¹
ì
í
î

Þ =
0

 

اثبات خاصیت های )5( و )6):
.B bij m n= ´[ ] A و  aij m n= ´[ ] اثبات )5): فرض می کنیم 

r A B a b a b a bij ij ij ij ij ij( ) r([ ] [ ]) r([ ]) [r( )]± = ± = ± = ±  

= ± = ± = ± = ±[r ] [r ] [ ] [ ] [ ]a rb a rb r a r b rA rBij ij ij ij ij ij  

.A aij= [ ] اثبات )6): فرض می کنیم 

(r ) (r )[ ] [(r ) ] [r ] [r ] [ ]± = ± = ± = ± = ±s A s a s a a sa a saij ij ij ij ij ij  

= ± = ±r[ ] [ ] ra s a A sAij ij  

B را در نظر می گیریم. حاصل ضرب A در  bij n p= ´[ ] Aو aij m n= ´[ ] دو ماتریس
B، یعنی AB زمانی تعریف می شود که تعداد ستون های A با تعداد سطرهای B برابر 
m است. نکتهء مهم این که، برای پیداکردن  p´ n(. آن گاه ماتریس AB از مرتبهء باشد )
را   A ماتریس  iام  سطر  درایه های  باید   ،AB حاصل ضرب   j ستون  و   i سطر  درایهء 
نظیربه نظیر در درایه های نظیرش در ستون jام ماتریس B ضرب کنیم، سپس حاصل 

آن ها را با هم جمع کنیم.
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با تعداد سطرهای A )3تا( برابر است، پس ضرب   تعداد ستون های B )3تا( 
BA تعریف شده است. برای محاسبهء ماتریس BA، باید درایه های هر سطر B را در  

رش در هر ستون A ضرب کنیم: درایه های متنا
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مثلاً درایهء سطر اول و ستون اول BA به صورت زیر محاسبه شده است:
 1 1 0 2 2 3 7´ + ´ + ´ =  
 توجه شود که در مثال بالا ماتریس AB تعریف نمی شود. زیرا تعداد ستون های 

A )3تا( با تعداد سطرهای B )2تا( برابر نیست.

A B B A´ ¹ ´  ضرب ماتریس ها در حالت کلی خاصیت جابه جایی ندارد. یعنی: 

)با شرط  I )همانی( در هر ماتریس مربعی دلخواه  ماتریس  اما در حالت خاص ضرب 
A I I A A´ = ´ = I( خاصیت جابه جایی دارد، یعنی:   هم مرتبه بودن با 

، در عملیات ضرب ماتریس ها عضو خنثی است. I در واقع ماتریس همانی

A B C A B A C´ ± = ´ ± ´( )  ضرب ماتریس ها خاصیت توزیع پذیری دارد. یعنی:  

A B C A B C´ ´ = ´ ´( ) ( )  ضرب ماتریس ها خاصیت شرکت پذیری دارد. یعنی:  

 دقت کنید که همیشه باید حواسمان باشد که ضرب دو ماتریس تعریف شده باشد. 

AB، آن گاه نمی توان نتیجه گرفت O=  اگر A و B دو ماتریس ضرب پذیر باشند و
B. به بیان دیگر می توان دو ماتریس ناصفر A و B یافت، به طوری  O= A یا O=

که ضرب آن ها برابر ماتریس صفر شود.
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AB نمی توان  AC=  قانون حذف در ضرب ماتریس ها برقرار نیست، یعنی از تساوی
. B C= نتیجه گرفت
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آن گاه

n بار در  An این است که ماتریس A را   توان در ماتریس: منظور از ماتریس
خودش ضرب کنیم. طبیعی است ماتریسی قابل ضرب کردن در خودش است که مربعی 

باشد. پس توان فقط برای ماتریس های مربعی تعریف می شود.
A A A

A A A A

2

3

= ´

= ´ ´  

 اگر A یک ماتریس قطری باشد، برای محاسبهء توان آن، کافی است درایه های 
روی قطر اصلی را به توان برسانیم. 
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